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前言

第一类完全椭圆积分的定义为：

K(k) =

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− k2t2

,K ′(k) = K(
√
1− k2)

如果对于某个正整数 n ∈ Z+，有 K(kn) =
√
nK ′(kn)，则我们称 K(kn) 和 K ′(kn) 为椭圆积分奇异值。

下表给出椭圆积分的前五个奇异值中 k 的值：

表 1: 表 1

n kn

1 1√
2

2
√
2− 1

3
√
6−

√
2

4

4 3− 2
√
2

5

√
1
2
−
√√

5− 2

在本文中，我们将不加声明地使用上表中的数值，并利用初等方法计算出 K(kn) 和 K ′(kn) 的值，

这主要是通过构造一系列与 Gamma 函数和 Beta 函数相关的积分来实现的。

1 前置知识：Gamma 函数与 Beta 函数

在数学分析中，Beta 函数 (第一类欧拉积分) 是一个双变量函数，其定义如下：

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt

在上式右边的积分中作代换 t 7→ 1− t 很容易发现 Beta 函数对于其变量 x, y 是对称的，即：

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(y, x)
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2 几个积分的计算 2

上式中在 Beta 函数和 Gamma 函数的关系可以通过在 Gamma 函数的积分定义中作换元 x2 7→ − logx
证得。

2 几个积分的计算

在本节中，我们将利用 Gamma 函数与 Beta 函数表示几个定积分的值。

I1 =

∫ 1

0

xp(1− xq)rdx =
1

q

∫ 1

0

x(p−q+1)/q(1− x)rdt =
1

q
B

(
p+ 1

q
, r + 1

)

I2 =

∫ ∞

1

xp(xq − 1)rdx =

∫ 1

0

x−p−2(x−q − 1)rdx = (−1)r
∫ 1

0

x−p−2(1− x−q)rdx

=
(−1)r+1

q

∫ 1

0

x(p−q+1)/q(1− x)rdx =
(−1)r+1

q
B

(
p+ 1

q
, r + 1

)

I3 =

∫ ∞

0

xp(xq + 1)rdx

3 K(k1) 和 K ′(k1) 的计算

k1 =
1√
2
,K(k1) = K ′(k1) =

Γ2(1/4)

4
√
π

解：令

t =

√
2x√

1 + x2

则：

K(k1) = K ′(k1) =

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− t2/2

=
√
2

∫ 1

0

dx√
1− x4

4 K(k2) 和 K ′(k2) 的计算

k2 =
√
2− 1,K(k2) =

1√
2
K ′(k2) =

√√
2 + 1Γ(1/8)Γ(3/8)

213/4
√
π

解：令

t =

√
2 +

√
2

2
x

则：

K(k2) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− (3− 2

√
2)t2

=

√
2 +

√
2

∫ √
2−

√
2

0

dx√
x4 − 4x2 + 2

另一方面，令：

t =
x√

x2 + 2−
√
2



5 K(k3) 和 K ′(k3) 的计算 3

则：

K ′(k2) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− (2

√
2)t2

=

√
2 +

√
2

∫ ∞

0

dx√
x4 + 4x2 + 2

代换：

x 7→ 2x√
x4 − 4x+ 2

可以证明： ∫ ∞

0

dx√
x4 + 4x2 + 2

=
√
2

∫ √
2−

√
2

0

dx√
x4 − 4x2 + 2

在上式左端的积分中作换元

x = u− 1

u

可得： ∫ ∞

0

dx√
x4 + 4x2 + 2

=

∫ ∞

1

1 + u2

√
1 + u8

du =

∫ ∞

0

du√
u8 + 1

5 K(k3) 和 K ′(k3) 的计算

k3 =

√
6−

√
2

4
,K(k3) =

1√
3
K ′(k3) =

Γ(1/6)Γ(1/3)

4 4
√
3
√
π

解：令

t =
2x

x2 + 1

则：

K(k3) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− 2−

√
3

4
t2

= 2

∫ 1

0

dx√
x4 +

√
3x2 + 1

=

∫ ∞

0

dx√
x4 +

√
3x2 + 1

=
4
√
3

∫ ∞

0

dx√
x4 + 3x2 + 3

=
4
√
3

2

∫ ∞

0

dx√
x3 + 3x2 + 3x

=
4
√
3

2

∫ ∞

1

dx√
x3 − 1

K ′(k3) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− 2+

√
3

4
t2

= 2

∫ 1

0

dx√
x4 −

√
3x2 + 1

=

∫ ∞

0

dx√
x4 −

√
3x2 + 1

=
4
√
3

∫ ∞

0

dx√
x4 − 3x2 + 3

=
4
√
3

2

∫ ∞

0

dx√
x3 − 3x2 + 3x

=
4
√
3

2

∫ ∞

−1

dx√
x3 + 1

=
4
√
3

2

(∫ ∞

0

dx√
x3 + 1

+

∫ 1

0

dx√
1− x3

)

6 K(k4) 和 K ′(k4) 的计算

k4 = 3− 2
√
2,K(k4) =

1√
4
K ′(k4) =

(
√
2 + 1)Γ2(1/4)

8
√
2π



7 K(k5) 和 K ′(k5) 的计算 4

解：令

t = (
√
2 + 1)x, z =

2x

1− x2

则：

K(k4) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− (17− 12

√
2)t2

= (
√
2 + 1)

∫ √
2−1

0

dx√
x4 − 6x2 + 1

∫ 1

0

dz√
1− z4

= 2

∫ √
2−1

0

dx√
x4 − 6x2 + 1

另一方面，令

t =
x√

x2 + 3− 2
√
2
, z =

2x

1 + x2

则：

K ′(k4) =

∫ 1

0

dt
√
1− t2

√
1− (12

√
2− 16)t2

= (
√
2 + 1)

∫ ∞

0

dx√
x4 + 6x2 + 1

= (
√
2 + 1)

∫ 1

0

dz√
1− z4

7 K(k5) 和 K ′(k5) 的计算

k5 =

√
1

2
−
√√

5− 2,K(k5) =
1√
5
K ′(k5) =

4
√
50 + 22

√
5Γ(3/20)Γ(7/20)

8
√
5π

解：令

t =
1√

x2 + 1

则：

K(k) =

∫ 1

0

dt√
1− t2

√
1− k2t2

=

∫ ∞

0

dx√
x2 + 1

√
x2 + 1− k2

令

x =
4
√√

5− 2z2 − 4
√√

5− 2

2z

则： ∫ ∞

−∞

dx
√
x2 + 1

√
x2 + 1

2
+
√√

5− 2
= 2

4

√
2 +

√
5

∫ ∞

0

dz√
z4 + 4z2 + 2 +

√
5∫ ∞

−∞

dx
√
x2 + 1

√
x2 + 1

2
−
√√

5− 2
= 2

4

√
2 +

√
5

∫ ∞

0

dz√
z4 − 4z2 + 2 +

√
5

在上式中作变换：

z 7→ z5 + (5 +
√
5)z3 + (5 + 2

√
5)z√

5z4 + (5 +
√
5)z2 + 2 +

√
5

可得： ∫ ∞

0

dz√
z4 − 4z2 + 2 +

√
5
=

√
5

∫ ∞

0

dz√
z4 + 4z2 + 2 +

√
5



7 K(k5) 和 K ′(k5) 的计算 5

在上式右边令

z = u− 1

u

可得： ∫ ∞

0

dz√
z4 + 4z2 + 2 +

√
5
=

∫ ∞

1

u2 + 1√
u8 +

√
5u4 + 1

du =

∫ ∞

0

du√
u8 +

√
5u4 + 1

= 53/8
∫ ∞

0

du√
u8 + 5u4 + 5

=
53/8

2

∫ ∞

0

du√
u5 + 5u3 + 5u

令

u = v − 1

v

整理可得： ∫ ∞

0

du√
u5 + 5u3 + 5u

=

∫ ∞

1

v5/2 + v1/2√
v10 − 1

dv
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